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Аннотация: рассмотрены методы применения полуавтоматической кластеризации в практической 

задаче обработки наборов частично помеченных данных. Проведен анализ алгоритмов, использующих 

жесткие ограничения по наличию и отсутствию определенных типов данных в кластере. Показан 

приоритет современного подхода, в рамках которого предлагается использовать полуавтоматическую 

кластеризацию с мягкими попарными ограничениями. В основу данного подхода было предложено 

положить алгоритмы, которые базируются на методе нечетких c-средних. В частности, для решения 

поставленной задачи с точки зрения мягких ограничений были модифицированы алгоритмы 

энтропийной регуляризованной кластеризации c-средних и неопределенной ядерной кластеризации 

c-средних. Также был предложен подход, который включает в алгоритм попарные ограничения в том 

случае, когда мягкие ограничения не дают достаточного уровня эффективности кластеризации набора 

данных. 
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Введение: Автоматический кластерный анализ больших наборов данных через построения групп 

объектов основании параметров, определяющих их сходство, активно используется в современных 

информационных системах [1-10]. Следует отметить, что при решении современных практических задач 

обработки наборов частично помеченных данных более эффективно использовать методы 

полуавтоматической кластеризации наборов частично помеченных данных, что обуславливает 

актуальность исследования проведенного в рамках данной работы.  

Анализ последних исследований и публикаций в данной области показал приоритет  метода 

нечетких c-средних (FCM: Fuzzy c-means) и алгоритмов на его основе [6-10], в первую очередь метода 

нечетких c-средних Бездека (bFCM: Bezdek type FCM ). Кроме того были рассмотрены алгоритмы FCM, 

которые основываются на этропийной регуляризации (eFCM: entropy-regularized FCM) и, 

соответственно, могут на математическом уровне комбинироваться с bFCM [11-12]. Другим вариантом 

развития bFCM является реляционная кластеризация нечетких c-средних Бездека (bRFCM: Bezdek-type 

relational fuzzyc-means) [13], в рамках которой реляционная модель используется для количественного 

определения связей между парами объектов. Данная парадигма была расширена для неевклидовой 

реляционной модели (NEbRFCM: non-Euclidean bRFCM), которая работает с соответствующими типами 

данных через расчет различий между ними [14]. Комбинирование eFCM и bRFCM [15-18] позволил 

построить метод энтропийной регуляризованной кластеризации c-средних (eRFCM: entropy-regularized 

relational fuzzy c-means), энтропийной регуляризованной ядерной кластеризации c-средних (K-bFCM: 

entropy-regularized kernel fuzzy c-means) и ядерной кластеризации c-средних Бездека (K-eFCM: entropy-

regularized kernel fuzzy c-means) . 

Далее были рассмотрены методы полуавтоматической кластеризации c-средних, которые показывают 

свою эффективность при работе с данными, часть из которых не имеет меток [19-27]. Был проведен 

анализ использования мягких и жестких ограничений для данной концепции кластеризации, в частности 

использование попарных ограничений [23-25] . 

Целью работы, таким образом, стала разработка методологии построения комплексных алгоритмов 

на основе метода кластеризации c-средних, которая комбинирует подходы, применяемые в алгоритмах 

bRFCM, eRFCM, NEbRFCM, K-bFCM, K-eFCM и IK-bFCM в соответствии с типом поставленной задачи. 

1. Основы построения алгоритмов полуавтоматической кластериза-ции на основе метода 

нечетких c-средних 

Для построения методологии, которая объединяет принципы алгоритмов bRFCM, eRFCM, NEbRFCM, 

K-bFCM, K-eFCM и IK-bFCM следует определить ключевые элементы данных методов, указывая на 

общие подходы и отличия. В частности при построении базовой модели можно выделить следующие 

компоненты (рис. 1):  



 

 набор данных, который рассматривается как множество элементов , где ; 

 матрица различий  между элементами набора данных (dissimilarity data matrix) для bRFCM, 

eRFCM и NEbRFCM, которая определяется через множество вещественных чисел  и , где 

; 

 ядерная матрица  (kernel matrix) для bRFCM, eRFCM и NEbRFCM, которая определяется через 

множество вещественных чисел  и , где ; 

 блочная матрица , которая определяет разделение набора данных на  кластеров, где 

 , где .  

 

 
 

Рис. 1. Базовый алгоритм полуавтоматической кластеризации на основе методов нечетких c-средних Бездека 
 

Рассмотрим ограничения для , которые будут актуальны для всех перечисленных алгоритмов 

(bRFCM, eRFCM, NEbRFCM, K-bFCM, K-eFCM и IK-bFCM): 

 

          (1) 

 

весовой показатель m определяет уровень нечеткости алгоритма. Таким образом, при  

модель приближается к четкому c-разделению, а при  значение  для любых 

объектов и кластеров объектов. 

Первый предложенный алгоритм комбинирует методы bRFCM и eRFCM, поэтому математический 

аппарат в данном случае включает коэффициенты  и , которые определяются следующим образом: 



 

   — коэффициент ограничения фазификации (fuzzification penalty), где под фаззификацией 

подразумевается  подготовка задачи для решения методами нечеткой логики;  

  

 m — весовой показатель, который также определяет уровень фаззификации алгоритма.  

 
 

Рис. 2. Алгоритм кластеризации на основе методов bRFCM и eRFCM 
 

При росте  значение  для всех объектов и кластеров объектов. Аналогично, при 

 модель приближается к четкому c-разделению, а при  значение  для 

всех объектов и кластеров объектов. Алгоритм, который комбинирует методы bRFCM и eRFCM, 

включает в себя пять этапов (рис. 2): 



 

1. За основу берется матрица различий , причем для bRFCM устанавливается значение , а 

для eRFCM — . Далее определяется значение  и устанавливается функция принадлежности . 

2. Рассчитывается  для bRFCM и  для eRFCM. 

3. Рассчитывается  для bRFCM и  для eRFCM. 

4. Рассчитывается  для bRFCM и  для 

eRFCM. 

5. Если определена сходимость , то алгоритм завершается. В противном случае — переход к 

этапу «2».  

Представленный алгоритм является простым комбинированием алгоритмов bRFCM и eRFCM, но при 

этом он может быть положен в основу широкого класса комплексных алгоритмов кластеризации по 

методу нечетких с-средних.   

 

3. Алгоритмы полуавтоматической кластеризации на основе метода нечетких c-средних Бездека 
Предложенный выше алгоритм работает с евклидовой метрикой, т.е. элементы матрицы различий для 

множества объектов  рассчитываются как . Алгоритм для 

неевклидовой метрики может совпадать с предыдущим алгоритмом на уровне первых двух этапов, но на 

третьем этапе он даст отрицательное значение  для определенных значений  и . Таким образом, 

для неевклидовой метрики не всегда выполняется условие , указанное в уравнении (1). 

Поэтому в данном случае было предложено комбинировать алгоритмы NEbRFCM и eRFCM (рис. 3): 

1. Для матрицы различий , определяются значения (алгоритм bRFCM) и  

(алгоритм eRFCM). Определяется  и , а бета-распределение устанавливается как . 

2. Рассчитывается  для bRFCM и  для eRFCM. 

3. Рассчитывается  для bRFCM и  для eRFCM. 

4. В том случае, если , рассчитывается значение  и в соответствии с ним 

пересчитывается  и . 

5. Рассчитывается . 

6. Если определена сходимость , то алгоритм завершается. В противном случае — переход к 

этапу «2».  
 



 

 
 

Рис. 3. Алгоритм кластеризации на основе методов bRFCM и eRFCM для неевклидовой метрики 
 

Аналогично может быть построен алгоритм, совмещающий методы K-bFCM и K-eFCM. Центры 

кластеризации  (для K-bFCM) и  (для K-eFCM) при этом рассчитываются как: 

 

.          (2) 

 

Соответственно, алгоритм, совмещающий методы K-bFCM и K-eFCM, включает в себя следующие 

этапы (рис. 4): 

1. Определяется количество кластеров  весовой показатель фазиффикации  для K-bFCM и 

 для K-eFCM. 



 

2. Обновляются центры кластеризации в соответствии с уравнением (2). 

3. Рассчитывается степень различия  между элементами набора данных и центрами 

кластеризации.  

4. Обновляется функция принадлежности  для K-bFCM и для K-eFCM. 

5. Если определена сходимость , то алгоритм завершается. В противном случае — 

переход к этапу «2».  

Метод K-bFCM основывается на том, что ядерная матрица  является положительно 

полуопределённой. Таким образом, метод K-bFCM может работать с неопределенной , если 

количество отрицательных собственных значений минимально, что вносит в метод специфическое 

ограничение. Чтобы преодолеть это ограничение, было предложено использовать бета-распределение 

при преобразовании ядерной матрицы [18]: 

 

          (3) 

 

где  будет определена как  положительная полуопределённая для существенно большего 

количества наборов, если .   

Соответствующий алгоритм (рис. 5) этап предварительного определения количества кластеров, 

весового показателя и ядерной матрицы, обновление центов кластеризации в соответствии с уравнением 

(2), расчет степени различия между элементами набора данных и центрами кластеризации и его пересчет 

в случае, если <0. Далее обновляется функция принадлежности (отдельно для для K-bFCM и для K-

eFCM) и если определена сходимость , то алгоритм завершается и выдает полученный 

результат, а в противном случае осуществляется переход к этапу «2».  
 



 

 
 

Рис. 4. Алгоритм кластеризации на основе методов K-bFCM и K-eFCM 
 



 

 
 

Рис. 5. Алгоритм кластеризации на основе методов K-bFCM и K-eFCM с бета-распределением 
 

Разработанные модели позволяют решить широкий класс задач по эффективной кластеризации 

наборов данных методом нечетких с-средних для евклидовой и неевклидовой метрики. 

4. Выводы 
В результате проведенного анализа были предложены алгоритмы, совмещающие методы 

полуавтоматической кластеризации нечетких c-средних, в частности: 

1. базовый алгоритм полуавтоматической кластеризации на основе методов нечетких c-средних 

Бездека; 

2. алгоритм кластеризации на основе методов bRFCM и eRFCM; 

3. алгоритм кластеризации на основе методов bRFCM и eRFCM для неевклидовой метрики. 

4. алгоритм кластеризации на основе методов K-bFCM и K-eFCM. 

5. алгоритм кластеризации на основе методов K-bFCM и K-eFCM с бета-распределением. 
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