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Аннотация: Предлагается общая полиномиальная связь между тензорами напряжений и деформаций в 

изотропных нелинейных средах. Предполагается, что определяющие функции, входящие в этот закон, зависят от 

трех инвариантов тензора напряжений или деформаций. В частных случаях данная зависимость переходит в 

известные более простые законы связи между напряжениями и деформациями в нелинейных средах. Даны условия, 

обеспечивающие корректность известных теорем механики деформируемого твердого тела, как принцип 

Лагранжа (минимум потенциальной энергии) и принцип Кастильяно (минимум дополнительной работы). 
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Рассмотрим классическую модель теории упругости, состоящую из уравнений равновесия 

            (1) 

соотношений Коши между тензором напряжений     и деформацией     вида 

    
 

 
             (2) 

связи между тензором напряжений и деформаций в виде полинома 

                           (3) 

                          Здесь в формулах (1)-(3) запятая означает дифференцирование по 

соответствующей декартовой координате, по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до 3, 

   – неизвестные значения перемещения сплошной среды под действием внешних нагрузок,     – тензор 

Кронокера,    – компоненты массовых сил,   ,   ,    зависят от трех инвариантов тензора деформаций 

  ,   ,   . 

Выберем в качестве независимых инвариантов тензора деформаций значения  

           

            

             
   

(4) 

Чтобы завершить построение математической модели деформирования сплошной среды с 

нелинейными свойствами необходимо задать граничные условия смешанного типа 

          
                  

                (5) 

Здесь   
 ,   

  – заданные значения перемещения и напряжения на поверхностях    и    
соответственно,         – полная поверхность тела,    – направляющие косинусы единичного 

вектора, перпендикулярного к поверхности   .  
В соответствии с известной теоремой Келли Гамильтона симметричный тензор второго ранга 

удовлетворяет своему характеристическому уравнению, которое, очевидно, для тензора     будет 

уравнением третьего порядка. Следовательно, любые тензорные степени выше второго можно выразить 

через слагаемые второй и первой степени, а также единичную матрицу Кронекера    . Из этого следует, 

что полиномиальное разложение вида (3) является наиболее общим представлением между тензорами 

напряжений и деформаций в виде ряда Тейлора. 

Представление (3) содержит как частный случай известные законы, описывающие свойства 

нелинейных материалов в частности теорию малых упруго-пластических деформаций А.А. Ильюшина 

[1], двухинвариантные модели Д.Л. Быкова [2], а также модели, учитывающие влияние температуры, 

М.М. Ошхунова [3, 4].  

Для специального вида представления (3), когда вместо тензора деформаций     используется его 

девиатор         
 

 
   ,     . В работах [5] получены условия, обеспечивающие справедливость 

теоремы о минимуме потенциальной энергии (принцип Лагранжа). В случае, когда соотношения (3) 

обратимы и тензор деформаций разлагается в ряд по степеням тензора напряжений в виде полинома, в 

работе [6] получены условия минимума дополнительной работы (принцип Кастильяно). В частных 

случаях из этих условий следует широко известные ограничения, полученные в работах [1, 2]. В работe 

[7] рассматриваются условия сходимости итерационных процессов в пространстве С.Л. Соболева, 

сводящих решение нелинейной задачи к решению последовательности линейных задач. 
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